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Demonstratur theorema ab Ill. Lagrange sine demonstratione propositum. 


1. . 


Msn videri possit, et fortasse temerarium, si quis in materia inde a primis recentioris 
Analyseos temporibus a plurimis mathematicis tractata, quam igitur iure optimo decanta- 
tam dicere licet, vel novi quid velit afferre, vel ita rem attingere, ut ne acta egisse videaiur. 
Iam vero fractionum simplicium theoriam ita fere decantiatam esse vel inde patet, ' quod 
mathematici omnes, qui de serierum recurrentium theoria, omnes, qui de Calculi Integralis 
elementis egerunt, eliam de illis agere debuerunt. Sane nos quoque ista turba deterruisset, 
nisi casu in manus incidisset. commentatio lll. Lagrange, quae in Actis Academiae nostrae 
Berolinensis a, 1799 — 1793 legitur. lbi enim, dum ille formulas quasdam in Actis eiusdem 
Academiae a. 1775 ab ipso exhibitas relractat, curiosam movit quaesüiouem de eiusmodi 
fractionum simplicium expressione investiganda, quae etsi denomitarum fractionunr simpli- 
cium vel duo vel plures inter se aequales evadant, immiutata maneret, ita uli ad speciem 
absurdi, quae istis casibus subnascitur, declinandam, non opus sit ad analyticam. confugere 
transformationem. Tpse eiusmodi expressionem Pi medium profert, quam ut directa quadam 
methodo demonstrent, invitat geometras, cum ipse formulae propositae non addiderit de- 
monsirationem. | Unde in his quoque non ita omnia absoluta esse videbantur. Quod autem 
dico, hoc est. 


Propositam aliquam fractionem 


Íx 


(x — e,) (x —50) (x—9€,).-(x— ae) 


designante fx functionem elementi x integram rationalem *) huiusmodi schematis 


*) v. Eul. Introd. ad Anal. Infin. Lib. I. Cap. I. 9. 8. 9 
- 1 


Eu np 
Ag3SU a Li By médpoDx nid Mo A m 


noluni est in has resolvi posse fractiones simplices 


fa, eur Vere RT RN 
(x — e,) («, — 9$,) (e, eL 0.) * ue (e, — 05) 

fe, " 
(X07 0,) (&, "i (*, —«4) MAG (&, — eg) 
FAISSE EE GLO UR 17s 5 
Ce Q,) (e; R «,) (e5 VM &,) ; - (€, "mud: 

fe, 
(x — €) (&a — &,).(&a — €,) - « (€ —— e,)" ). 


Quia posito denominatore 
S (x—206,) (x—0,)(x —0e,).. (x —e&) — 9x, 
facile patet, fore J 
(e, "non &,) (e, TE €.) 34 (e, — «3) "7 9 (e,) To) 
(e, Y c.) (e, um Q4) *a (e, RA 03) "Á 9 (e5) 
(&5 vp c) (&5 TIE & ,) $18 (e, "3 Q4) M 9 (&,) 
(e, — &,) (&a — *,) . - (€&y — €3—1) — 9 (€5), 


fractiones illas simplices ita quoque scribere licet 


fe, b fe, à. fe, Jb. fo, 
(x — e) 9 (&.) (x — e) 9 (e,) (x — €) 9 (*5) (x — «3) g' (ax) 


3. - 
Iam ubi quantitatum &,, €,, €,, .., € aliquot aequales fiunt, expressionum 9 (a), 
q («5 9 (€i). q' (c4) totidem evanescunt, totidem fractionum simplicium 


fa, fa, fa, fe, 
(x — &,) " («,) : [X7 0) q (e,) À (X — e) q («,) V (X — e) q (&5) 


in infinitum abeunt. Scilicet ubi erit e. g. 


[448 91272. — 17259 588 042—104 


*) Ubi fx ad altiorem quam (n — 1)" eradum ascendit, quo casu fractio 
q 8 »q 


VALE) IAM EL AMNERIN US abo a 
(x — e.) &— eg) (&— e) - - (& — e) 


spuria dici solet, i. e. functio rationalis ex integra et fracta conflata: fractiones illae simplices genuinam fractionem 


exprimunt in spuria illa latitantem. 


pu L eibi" , : dgx d? px i d? ex 
**) Hic et in sequentibus, duce Ill. Lagrange, brevitatis causa ponimus i d EUR "Lu ep Au 
: X x 
D d" gx N RE MAN | : DI 
99 x,etin genere u 7 xj ubitamen melius iudicabitur, veterem quoque designandi modum adhibebimus, 


RUIT UD TNUULESEEC 


quorum. valorem communem ponamus — « : denominator gx factorem (x — «)" conüne- 
bit, quo factore (x — «)" fractiones nasci constat simplices huiusmodi 
a b C 
&—«. * x—eu t'—«eucttgLa 
unde anterius fractionum simplicium schema omnino mutatur. Cum vero formulae alicuius 
schema suppositione quadam prorsus mutatur, per absurdi speciem id plerumque indicatur, 
sicuti hoc loco fractiones simplices ; 
fe. t TED vi Let Tom 
(x —9) 9 (0 (— 4) q Qu) (G9) 9 (3) ^ (G— es) g (s) 
im infinitum abeunt; ita ut aut quaestio ea suppositione facta de integro retràctanda sit, 
aut ad analyticam transformationem confugere debeamus, qua ista absurdi species declinetur. 
Iam illi quidem numeratores a, b, c, . ., p facile consideratione sequenti inveniuntur. . 


Sit enim ix — (x — «)? wx, ita ut poni possit 


f FE b | 
bc duode eR. vitii dui d oublsietump- Ie oli a clu B 
qx V x (x53 ccm (c 9A «)n —1 (x —ayn—2 X: cy 


ad dignitates ascendentes quantitatis (x — «), negati- 


Iam evoluta fractione proposita 


vae, quae in illa evolutione inveniuntur, quantitatis (x — «) dignitates, hae ipsae evadunt 


fractiones simplices, in- quas inquirimus: 
a b - c 

Pi d qu ATE Io dites 

(x — a)" (x — en -— (x — «)n x—GC 


; Px 
Quia enim j/x factorem x — « non continere supponitur, in fractione Vx 


evoluta ad ascen- 


dentes quantitatis x — « dignitates, negativae eius dignitates inveniri non possunt. 


Ut ipsam indicemus evolutionem, posito 


is — IIx, 


ap x. 
i lac EXs Tix theoremate "Tayloriano fit 
unde fractio proposita wx (x ejm e tineorema ; J f. 
II (x—c)* II^ (x—oay) 


IIx — Il (e 4 x—e) — 11 (o) OÓU(e)yx—e) D EET) Lent 4. ^ WEE RM dnt etc. 


Hinc erit | 
fx , lx 2 JI. 4 II (o 1 II" (a) jc 4I md 4- etc; 
9X (x—c)* (x—oe)^ (x—o)yn-1 1.9: c ay 1.9.3. (x — e) 
unde statim quaesitas quantitates invenimus À | pu 
— IIa. bI n CUNG. Ty SM zo 
az Ls — (&) , du UU sl CROERITAEET 


Etsi non formulam, quam Ill. Lagrange voluit, methodum certe iam tradidimus, quae eadem 


mu c A iate 


manet, quicunque sit numerus m, seu quotiescunque denominator px factorem (x — c) 
contineat, | 


4. 
Operae tamen prelium esse videbatur Analysts inquirére, quomodo hae formulae 
ex ipsa expressione $. 2 exhibita 
MONT OMICON UR. RUNI. 3 ES CS J- OK A TOU undc des : 
(x-——0,) y (c,) (E m €) T. (v) (X — 0&4) y (04) A (x — e€,) 9 (&5) 
eo casu quo erit «, — &, —«, —..- ca, analytica transformatione deducerentur. Quam 


quaestionem inter alios video suscepisse Ill. Malfatti in commentatione doclissima inscripta: 
delle serie ricorrenti. 'WN. Memorie di Matematica e Fisica della Societa Italiana, 
'lom. HI. pag. 571—663. Ibi ille, quas Ill. Lagrange in Actis Academiae nostrae a. 1775 
sine demonstraüone ea de re tradiderat formulas, falsas esse demonstravit, correctasque ad- 
struxit, per caleulos tamen valde prolixos et taediosos incedens. (plus XL. illi paginas occu- 
pant) Rem postea retractavit ipse Lagrange, iam a me citatus, in Aclis Academiae nostrae 
Berolinensis a. 1792 — 93. Uterque eo artificio alibi etiam saepissime adhibito usus est, quod 
quantitates 

0 , 


non quidem aequales ab initio, sed quantitate infinite parva diversas statuerent. Quam de- 


nuo aggredi quaestionem operae pretium videbatur; quem ad finem duo antea proponamus 
lemmata, quae generaliori usui inservire possunt. 


Q2. Q6. 473 Eta 


o: 
Lemina IL 
Posito Fx 2 (x — «,) (x — &,) (x —«,) . - (X — €g), fractionenx 
M TRLUOMEIASQUNDRDIEUHSCH LEL WIS CEU DT Pie tL UUT 
Fx ^ (x—,)(x—29$,(x—29$)..(x—^o)" 

in simplices resolutam vidimus fieri ($. 9) à 

1 1 M 1 1 ; 
&—«)F(Q)* «—ea)FG)* G—eDFG) t7 * G—u) FG) 
:am evoluta fractione 


LA 


1 
(x — 0,) (X — 0&5) (X — €,)... (X — 9g) 
in seriem secundum descendentes elementi x dignitates procedentem, fit 
1 2 3 
oc RON. (UR € € | 
GxxVi kms fogexdbd xm-2074 ROS. 2 oy 


[9,5 925.9. , « « Um]; 
ubi per characteres 


? — 45 - — 


3 (2s ". J 
Giant CS v 6v csvorefes 
[«,; €33,34 5 ; €! 
more inter Analystas Germanos recepto combinaliones designantur singulorum (i. summa), 
binorum, ternorum, elc. ex elementis 


[^ [^7 [42 


€, 21 5 M MI e Statt. In 5 


quae indice subscripto indicantur, ipsis elementorum admissis repetitionibus. 
V. Euler Introd. in: Anal. Infinit, l. FI. cap. XF. . 970. 


- . . * . . - . . . . " . 1 * . 
Evolutis igitur etiam fractionibus simplicibus, in quas fractionem ESO resclvimus, in 
Y Ye 


seriem secundum descendentes elementi x dignitates procedentem, singularum dignitatim 
. coéfficientes in utraque evolutione inter se comparando, sequentes eruimus aequationes satis 
memorabiles : de 


T ons 1 1 1 ; 
Bu E a SOBRE) tuto top es mid t 

e c. 0 4 Om ] 

Loi ees EUN n Ro Evuk uf AA m——— —0 
Fe. CB» KaQpr 2) SEL) 

20 cy ey C A 
XA cR o£ ovev——dTe..cbRonp——— o-0 
p (c) oH (&,) L («,) in (€) 

ad 4 ui T a T T Tau 0 
E.(2,). P" (v) E" (e) ; Eos 67 
FAL Urn gm—2? Qm —2 Qm—? 

1 2 3 

, zu , T , i x . c5 rj -— 6 
ET RB (e). NUBE e ut aT 
Q1 gm-—1 c; P-—1 n-—1 

1 2 3 m 
T eje cep E- »Ie UR. y—— AL 
"(eo TL UT Ru Kt 2; CO. TO 

in In In In 

M M Me 4 a " " m na '€ 
Ete c Pra AB TQeug OE B Od us 
o9 t1 q1 go m41 m --1 b 

1 2 3 x m r 
uU cM r PY A d Eu LEY P AT E "n »l- LTDA IRUN - GC 
F'(u) * Ee) Fe) V" (us) 
«ít? g^? 4B T2 m 4-2 i 
E ama e NE dp e do ent 
F (e) F (e) E (o) Fes) (7 
etc. .étc., | 

sive in universum à 
| Noorbmres pa np na PUR gheHp n" out 


i- 2 3 
XXe CJ VGERIA. NEL $5 z—— mo; 
BEuen tB3E (anus Kant l1 PE 


SN dip? [8-5 ud prd 
in quibus formulis characteres 'C, 'C, 'C, et in universum 'C ad indicem communem 


[*. Gs d. Nd Cg] 


referendi sunt. 


6. 


Lemma Il. 


Iam designante zx funcli iquam i i i 
g 4x funcüionem aliquam elementi x, investgetur, quaenam evadat 


expressio 
TU XC*2 Z1 
UE Q1-45 


K MURIS 2 904 Vip pP AU] 
Fe) t Fe) Fx) * Fe.) 


posito &, — «, z &, —..- «&, quo casu singulas has fractiones in infinitum abire vi- 
demus, 
Ponatur «, — e -- hj, «e, 2 o -- hj, e, —a 34M. $24 08 cC € d ha; atque 
px 2 (x—h,) (x — h,) (x —h,) . . (x — ha); unde erit 
Q (x — «) 2 (x —&,) (x — e) (x —e,) .- (x — e4) — F (x). 
Iam ex aequatione Fx Z2 d» (x — c) sequitur Fx d'(x— «) unde 
F' (e,) 2 Y! (e, — «) 2 d* (h,) 
I(e,)€ qr (e, — «) — q» (h,) 
F («,) 2 d (e, — «) z 4» (h;) 


F(e,) 2 Qd (c, — c) 2 d" (h, ). 


Hinc expressio proposita 


in hanc abit 
] ^ 
gh). z(eednay "xem agito ay, 


VM va EXroni TANTA TIR QU RI a LM 17 Sq7, P. 
dr (h,) qu) * dq) d (b) 
Quod evolutum secundum theorema 'Taylorianum ponatur — 
à ,»r " M—1I 
FIGUR V gb: S A CONI AM COMINUS 
1.2 MW 9.3 1.2.. (m—2) 


M—I M 
AU ox Lo (0) A 3 37 HALO OY" TAI UT ADU BM 


LUG——— c oq — OMA uu ——- 
1.2..(m —f) (5935323 9! 4713. anda) T 24.71. (4-2) 


unde erit 


1 
AT (b o8 
h, à 
SIC CN A: 
hj 
5o TE d 
hj? 
CRI Ur Og] 
TER, 
1 n " 
An-27 qq) * 
—1 
h, 
pu ag 
h, 
Am Tq * 
h m--1 
1 
Hai qd t 
m 4-2 
Ai e DEL 
pO aq) 
etc, ' etc, 


x loco Fx, 


1 1 d iid 

qd * wd tt Y 0) 
h, 4- y BI Jd. Bmw 
qd» (h,) qd" (h,) qQ/ (hg ) 
x ü 158507 XE puo as: 
q' (h,) q" (h,) b o (h,) 
LUE. Q HOBRIST) o0 atr 
q/ (h,) QOIS coco: Da) 
yt MW ira 
dario mam t ud grid 

—1 m-— m —- 
h,^ -- Tort dto MU Eo 
Q' (hj ' Q4 (h,) d* (h,) 
dies NIU RR QUUM RE 
qd» (h,) q^ (h,) i2 q' (hg) 
pti " Mae LM utis 
J'(h,) q' (h,) ST q' (hg) 
2 2 ',. m--2 

Sir do aoo docs 
qd» (h,) qd" (h,) 3 dQ/ (hg) 


AS UEEBOSN mar NS cOIUA. —0,.., À, 379 
T3 ^ 2 
A aca 1, A. S, Ani s À a2 2C teftes ctetess 
i 62073 
characteribus 'C, 'C, 'C, etc, relatis ad indicem communem: 
[D SB Pih aV oes 
ita ut sit expressio nostra proposita 
A0, X9. X0. 4 Cm 
ADM E. Que aac 4 5 
FOE GO AG. E (25) 
Mes, QAUM Q2OMII ,;3 M4 
CC ERG. CSIMEAI TE C201: 2 CCADURL UO DNUS Nd AME 
1.2..(m—41) 121222m 1.2.. n1) 1.2.. (n42) 
Lb UBRNAS cv hal 
Nosto 10, 2x0, qd E. ; —— Ou o5 0), . exsistit 
h,mhizÉznges xl 


? 


Iam e lemmate I. ($. 5.) sequitur, ubi loco &,, «€,, *4.., c, ponitur h,, h 


h,;.., ha, que d 


4 etc. 


2? 


['h,y BN Bros oedhass 


M—I m 
ABIRE Gu IN dq TX : 
1.25: Inz-D 1.29..(m — 1) da? 71 
7. 
lam ad propositam quaestionem redeamus. Quaesivimus enim, resoluta fractione 
fr fx 


px d (Cb IUE or- €,) (X —,065) « - (X — €) 
in simplices hasce | 
f« fa, fa, fc, 


1 3 2 - 
(23 9G iG cco 9031: (CR vt Pu (ccu) VU 
quaenam Abas fractiones simplices, quae e denominatoris y x factoribus (x—«,), (x—«,), 
(x—«,),. ./. , (X—&&) ortum ducunt, videlicet 
ED Uh SE r7 "VGL duit Pg J3- M uis NIUADSY QU B V ui Male Hs 
(X.— 5) q'(«,) (x — 0,) q'(&,) (X — 04) 9 (94) p camen gu q (Qs ) ' 
&asu quo eri &, 2 €, *, — ., — Um U, T 
Posito (x —€&,) (x—4«,) (x—e,) ....(x— €) -— FE atque 
fÍx 
cene wese sedes Hue: capu 
Dx Il x 
qx MES 
unde eiiam 
Qi c^ TE 
[xr E o 


qua differentiata aequatione prodit 


gx ETE MEE qe 
M tx TETTE tA ETEUR! 


unde in locum elemenü x substitulis *,, €,, €,, .: , €, quia ea substitulione: facta 


evanescunt gx gtque Fx, fit 


qm) Fm) (m). Fe yo. Pe qm) Fs) 
Hn T Ho, ^ NE eun. "Te Wdeü rc Jlogohsw P-dpagto- ot Hes 7 
sive 
TOUS ndi. fe, Ie; e, JTle; fO Io, 


GC FG 9035 Fe! qe) T F2 y) - Fa) 


Hinc fit: 
Lx gane ERE En To fonde AM WR eflc Lo Ioa o or 
(x—2,) 9 (c) (x—29,). 09 (&,) (x—2«,) 9 (95) eial) 9 (*mn) 
JTc Ia, Ila, Io, 


E ok o 


(x—2«,) F («,) (x—««,) Tc) (x— 9&5) F (am) ' 


quae expressio e lemmate II. $. 6., posito «, — E EC AS UBUE wr WC VLA C 


TA (e 
Xx-—«q 


(x—2,) F'(ce,) * 


FEX ? 
; i SM de 
; j Hor : 
loco y& enim ponendum erit —— . 
x—a« 
Facta differentiatione fit : 
—1 II II Il ] ," 
d^ EE S mart RENS 3 EE ARGUITUR MC QE —X Rd x Ao) 
dhaczodheia HIE SRM 3 0 pin. een yy 1:9. 6E) 1.2. Tu 1) (cay 


1.2..(m—1)d« 
quod ipsum iam dedimus alia methodo inventum $. 3. 


Haec transformatio analytica cum et ipsa digna quaestio videri potest, tum indicavit 


. * . . m 
nobis, fractiones simplices, quae ex factore (x—«) ^ ortum ducunt, 


II« II (c) II" (e) II (e) 
ger OR etiem qggarcors o ee Vi S urea PvE 
(x—e) — (xe) 1.2. (x—2) 1.2.(m—1) (x—e) 

elegantissimum esse differentiale t 
jt Ite 


29..(m—1)de^ 
id quod methodus prius tradita non ita statim indicare videbatur. (v. tamen, quae in fine. 
huius sectionis dedimus.) 
8. 
Initio huius commentationis $. 1. a nobis dictam est, Ill, Lagrange eiusmodi for- 
mulam tradidisse, quae, quotiescunque denominator yx factorem (x—«) contineat, nihil 
mutetur. Unde ex ea formula numerum m omnino evanuisse oportet. 


lam autem, designante in genere 4/w seriem secundum elementi o diguilates proce- 
, dentem, cocfficientem diguitatis o — in serie illa s/w denotemus hic et in sequentibus per 


characterem 


[Vo] , v 


-— 4) 


ita ut e theoremate Tayloriano UU 


2Nx— 
Dips no pen, i 


designari possit per MDNSEUN 


II (e 4 xd A aid 
h 


x —a«—h 
Quia vero in genere 
à j 4 
() zo m, 
erit etiam 


EIU 13 d eeu agis 


x—a-—h E EUN 


lam vero érat ($. 6.) 
E107 II x 
Qx — (x—0) (x—9,) - . (X—€*m 
unde, posito ,&, 2,6, 22 4.25, € m 0. 
Dx ES Ix 
"uie s D us 
In hac formula loco x substituamus «--h; fit 
T(e 4 h) y. II (e 4- h) 
gu ud) Her p 


unde i 
ip Iloc 2 ; 
X— &. 2 pinu H(eehb) |] 4. [ f(« - h) 1 
SECTORES, prata cm (x——u(— Ho.Lo(ac hi)dTzxcibuirh) dB. 
* (0h 2: 45 diis h*» (x —e«— h).h q (« 4- hb) (x —« —h).lh 


6 qua [AT numerum. m prorsus evanuisse videmus. Nimirum invenimus, /ractione 
——, cuius denominator qx factorem x—c continet, in fractiones*simplices resoluta, 


eam fractionum simplicium partem, quae ez illo factore x —« ortum ducit, quoties- 


cunque eum contineat denominator x, esse 
[ f (c 4- h) E a 
^ ] gy (& 4- h) (x —«—h).Jh 


Hac expressione ad descendentes elementi x dignitates evoluta, fit terminus generalis 


(& 4- h) (e -h) f(e-h)]., 
TID T2 7p Qus Ho Laos 


— 14 — us 


9. 
Quod Ill Lagrange loco citato proposuit theorema, mutatis mutandis, hoc est, 

Proposita serie 

r / "s etc, 

Yos Yos Yes Yo» »o X3 Xp 44^ Yp--2? , 
data sit inter n -- 1 quosque terminos seriei successivos aequatio: 

Jp (pd 2Jp 4-2 nJp-4-n , 
unde videmus, seriem propositam e recurrentium numero esse, quippe cuius singuli termini 
ex evolutione fractionis alicuius huiusmodi 


AE "uo «d ^ 
boe x 1 RE bi ab spi ies Ma b, x-4-b 
ES s uir ttti HMM Ipcippittqus i tc E 
a- X. a M sm T HPOn M PAL UA NM p les 
n n-—1 2 


secundum descendentes elementi x dignitates facta, proveniunt; ita ut sit: 


ru 
Zo py cp XE ae us o IPSI gxefe, iu 
X X | x 
n—1 u—2 
Pd 5n) toD X T.o.cBxbbx-- b 
C TU TARAT mE To. axÜoe a.X oa 
Multiplicata enim serie 
Boe mutuae: qu YR ee e t D etc. 
x x X X gi 
per denominatorem : 
aDx* patatas dri ue a; x* d'a, x 48, 


neque dignitates elementi x superiores (n— 1)" prodire videmus, et secundum legem illam, 
quae inter n 4- 1 terminos quosque successivos seriei 


F FLA BIA T etc. 
Yo: Yi Yos: Ya Poo 35-71. p.p 2^ 
intercedit, videlicet esse 
a a a E zm 
M Si Qe ippt 2 Yy2 i Per ?n Jp-Fn 0, 
negativas elementi x dignitates evanescere omnes, Unde nansciscimur numeratorem 


n. —2 
b ROdNCR br RaUcC E usi du oer Dis 


n-—1 —2 
Yo (a, Toa. X doa, X o... dn 39 4 t 
Y (a, Ta.Xoa, AC 30 a do an x" 7) s^ 


ys (a, 4 a,X T ag X, E [2] E a, x^ 7?) d 


n—2 C * «M x) T 
Faden ] P i j 
Iam. posito [ 
Po UNE 4 blc d (6 b/t v-Bbfx, 
e x^ 4- a pers 4-4. cde), 4X* oe Bo xq. ia em 
aj (X—0,) (X—4&,) (x —0,) .. (x —o,) —2 9x, 
fx Yo Yu Yo yp 
Pt x. EV Ra GENER TR REPE | | 
JOSWINR UPULI CONNCA GRO 10 CH 68 PUT deos 
-gy (e ,)(x—4, ) q' (e, )(x—e, ) q (&4)(x—20,) q (9&5) (X—a5) : 
ita ut terminus generalis Y fiat , 
f (e,) )eF f («,) c Q., f() o p f (0,5) « P 
y (e) q e 009 (es - 50 0 (8a) 
Iam ubi est 
e, coo, —0, ES e s Rr Due AE 


quaesivit Ill. iU quaenam evadat ea pars termini generalis y,» quae e factoribus 


X—0, X—9,,.., X — € provenit, videlicet 
fee, f(m ag 4 (09) nat 
q (v) q (*&) (9 (Eu) 
Invenit, posito 
auto - ac - ip V Ha i onze ^8, 8, 
n 4. n—2 
P, -—aec Toons 4o. 8:9 4 8, 
n—2 n—3 
pss a € Li BM 72 Tos. 8g, N 
REM T PT, T n—í"' 
P — NM 
n n 


ac denique 
F(«e)- (P, yo T P, y, t P, y, ToecE b y, 4) 75 


eam aequalem fore termino expressionis 


dFo , de , 2 dFe 
Mig rc EDS. Ex eese 
dP, dou Yet h? | UP. JP JC ka ue t 
de, * ^13:de* T "p.58. det "7 103.4. da^ t. 77 


dum ECC Eae 


evolutae secundam dignitates elementi h ascendentes, termino dico illj, qui ab elemento h 


vacuus invenitur, qui nobis terminus denotatur per characterem 


dl« ,,d* E« 3 2 0 I a 
Le 4l US -dh TX. da? -h 1:19:31 dg? 4 etc. ) 
Xi AMECUU T APA PNUISC S PERRA TOP C SUPER PTT ru 
dos du Bara quit 13:3. de^ T ro dadoiiees pA 
Statim videmus e theoremate Tayloríano, fr rer numeratorem 
dFec gd*Fa x vd:Ee 
Mtas do quat YI ouogua qur t ste 
esse F (e 4 h). Ex eodem theoremate sequitur. etiam, denominatorem 
dP, d? P ud*Pp d*P 
(Ae iakr oc Hh on orn 425 Fgu $ uei ted. À 
de * '1.3.de? 1.33.04? * P 44034. da* T | 
esse TEE ROC g(e-h Est enim 
A. h 
: P,-2a d a 4d 35 R..oaQot 4 a0 acm og (2), 
et quia posuimus « esse radicem aequationis 
Qx a X 4- rea t ani 4..4-8à,x*r-Fa,x 4-azcO0, 


erit po — 0. Hinc expressio ab Ill. Lagrange exhibita^m hanc abit 


ree] F (e 4-.h) 
q (& 4- h) h? 7 Lg(c4l)d h^ 


Ex aequatione autem: 


GEH Se E DRE 4A.. b,x ^Ab-Ííx-c 
yo (a, a,X--a,X* 4 .. at 4 
y, (ag 8,Xx -a8,x* 4 fUr Peta "p 
Ye (a, a,X a, x opua Nom 4 


2 ui (8, 1 m. d x) 
REN 


sequitur fa — i : 2 
Yo (a, 4 a, 6 a, o* o. ae) * 


4L 


y4 (8, - a 0 4. 8i G* p.e. c anu) 
ye (a, a,€* à, e? TG. aj 9*7 3) L 


. . " . . . LJ * * . 


SCREEN ES 


PAPAE ECORDUT * 8 HITUF 


3 a 
Agi) n 


yo DII y, P, toy. rs arc X E M foo pu 
unde F (&) — : 
(yc P, y,P,-RyP.oR..-x UA QUON * y ^ piat — fa.ab. 
Loco « posito € -- h, fit ei 
(OF dh) - f(e b) (a by, 


E (e 4. h) s |: (did. M) 494- 2x 
q (« 4- h) La am q (« 4- b) Hr 


quam eandem invenimus $. 7 formulam,  Demonstratum igitur est, quod. sine demon- 
stratione dedit Ill. Lagrange theorema. Sub forma enim exhibitum paulo discrepante, idem 
esse vidimus atque illud a nobis probatum $. 8. j 


L] 


unde iam 


10. 
Alia tamen via magis directa haec poterant inveniri. E nostro enim notalionis modo, 
designante p numerum integrum positivum, est ( 
SOPAC qt EEUU S Skis cc blo dunt 
(x — e) n Ear prts ghe ORCRIC RIA 


sive addito co&fficiente: 


A A 1 
iR ORRDASID EE Rot E ir 
(x — ay? h? c]. 


A | | 
i P ^ 1 y (Xs IT : 
Iam sit —-— terminus generalis seriei, quae ad dignitates quantitatis x — c integras ne- 
(x — ay | 
gativas procedit, et quam denotabimus per characterem 
A 
ND nda duos 
(x — o) 


Quibus positis, e formula 


statim sequitur: 


Ur 4E e 


Designante rursus 

: Po A (x — a)1 
seriem, quae secundum integras positivas quantitatis x—« dignitates procedit, videmus ex- 
pressionem 


1 


(P $ 
x —a--h 


ZA nh 
q 
: 1 TR : á 
fractione X. semper in hisce ad ascendentes elementi h dignitates evoluta, nullas 
omnino continere dignitates elementi h negativas, neque igitur dignitatem h" l^ Hinc erit: 


1 
[34 bf 2] ok o.6; 


unde poni potest: 


^» Y 
S IPEA ET. 
(x zig e) x-—ux-—hlh « 
Posito: 
A 
M TE 4 MA -—obztfDL.ü-s, 
(x — e» q 
A 
videmus 2 Vua eam partem functionis F(x—^«) esse, quae negativas, XA 079 
x—& 


eam, quae positivas quantitatis x — «c dignitates coniinet. 
«A 
Loco x — « posito h, fit Y s E ZA hizrF(b. 
h 


lam Km ex M 
, - | j 1 ] F (hj 
3r Y " - 


sequitur 2 ECT sive eam partem functionis F(x—^0«), quae negativas tantum 
(x — e)? : 
quantitatis X — « dignitates continet, aequalem esse expression: 


-g9-g - | 


x—o-—h . 
2x : . , S. px. j i , : 
Vidimus autem $. 3, resoluta fractione aliqua proposita i3 in fractiones simplices, ubi de- 
nominator gx factorem x—« continet, fractiones simplices, quae ex eo factore prove- 


i V REGE n UN 
niunt, eam partem fore fractionis dx! secundum ascendentes quantitatis x — « dignitates 


2 fp ae 


evolutae, quae e negativis huius quantitatis x —«c diguilatibus constat. Posito iam: 


px 
E Cosa 
unde, loco x substitnto & 4- h, 
f (e --h 


F (y 


, 


q (eh) 
UA iOS Aib o ME : 
sequitur e theoremate modo exhibito eam partem functionis TP secundum quantitatis x—« 
x 


dignitates ascendentes evolutae, quae e negativis huius quantitatis x —« dignitatibus constat, 


esse 
qc A SEE EMR 
qe («--h) x—e-—hjh : 
unde etiam fractiones simplices, quae e factore x —« proveniunt, erunt 


f (o4 1 1 ] Es 
h ; 


qp (x4-h) x-—w«-—h 


quam ipsam supra dedimus formulam, alia prorsus via inventam. 


Generaliores, quae his superstrui possuni, disquisitiones alia exbibebimus occasione. 


* 


S pocot D MI 


Resolutio singularis cuiusdam problematis indeterminati. 


11. 


Fractionem aliquam propositam, cuius denominator in factores lineares, qnos dicunt, 
resolutus est , 
(x—e,) (x —e,) Na (x—20,), 
vidimus in fractiones simplices resolvi posse, quarum singuli denominatores hi ipsi sint factores 
X—0OG,, X—G€,, X—0€,,..., X—dG. 
Iam proposui mihi, datam fractionem in eiusmodi resolvere simpliciores, quarum denomi- 
natores siuguli singula producta sint sive € binis, sive e ternis, sive e quaternis, etc. horum 
factorum: ! 
X—0O, 3 xX—G, $ X— 0. 3 r . . *, X — O5 . 
Resolvatur e. g. fractio proposita, ut a casu simplicissimo ordiamur, in fractiones simpli- 
ciores huiusmodi: 


iav JJ A, 4L :E Aia 
(x— 0) (x—2,) (x— e) (x—«,) (x—,) (x—5) 
A5 Asa A, 
Lr sr 12. a SR RCL MERRILL aot an La a 7 an RM Ai iba d Aer Loa utut, de Lo 
(X—«,) (x—«) * (x—«,) &«—«) * ' * &—e) (x—«) 
A34 Ass A3n 
qr ieu NE UALLA. LOCA TUE. AIT Frau ig... AN ULT ads Ai^ fei ripe si a cubus Moz Xa 
(x—4,) (x—«) ^ (x—«) &«—«) * ^ * (xa) (x—«) 
E ^ HEC MIU Yr Án-2m tite; 
(x—«4—2) (X—€5—1) (X—4&85-2) (x— €) 
An-fu 
. t 


(x—«,4) (x — €) : 
Quae fractiones ubi sub eundem denominatorem 
(x—0,) (x—2,) (x— 0) se (x — 93) 
coliguntur, numeratorem videmus (n—2)'"? ordinem superare non posse, sive huiusmodi 


i 


. Schematis fore: 
3 -— 
aq bow] xtd x* ids vo ayg xu. 
Ubi igitur vicissim de fractione aliqua 
Sy ba X Prauxt*o do. ean 2 X177 
(LEO PINCBWES HUM NON RUSO 
in dictas fractiones simpliciores resolvenda agitur, earum numeratores, quos elemento A 
adiectis indicibus designavimus, ita determinari debent, ut illae sub eundem denominatorem 
(x—e,) (x—e,) (&—4,) . - (x—a, 
collectae, hunc ipsum nanciscantur numeratorem 
? n-2 
Hinc singularum elementi x dignitatum coefficientibus, quorum est numerus n — 1, 
collatis, numeratores fractionum simpliciorum ita determinandos esse videmus, ut n— 1 
aequalionibus seu conditionibus satisfaciant. Horum ipsorum vero fracóonum simpliciorum 
numeratorum numerum esse videmus eundem atque combinationum binovum e n elementis, 
n (n—1) 


1.2 


quarum est numerus Hinc problema a nobis propositum est indetermina- 


; : h.(n— zn del 

tum. Quantitates enim quaesitae numero sunt : 32, sed n—1 tantum conditioni- 
EM : ) , 2M n (n—1) 

bus satisfaciendum erit, unde in solutione problematis completa i:236- (n—1) 


p- Ou OS quanütates arbitrariae inveniantur necesse est. Quia vero certa non 
constat methodus, eleganter solvendi eiusmodi problemata indeterminata, dignum videbatur, . 


in quod inquireretur, problema. 


3 


dE »- 
12.1; : 


In sequenübus, proposita aliqua functione elementorum «,, €,, €,, . . , «y, quae: 
sit f(c 


€,, €,, « « 5 €g), designabimus per characterem 


1? 3 
v - 
— f (ef, €, , G, ettet, €) I 


summam omnium eiusmodi expressionum f(c,, «,, €,,.., €,), quae omnibus modis 


2? 


inter se permutatis elementis &,, €,, &,, .. , c, sive, quod idem est, eorum indicibus 


23. 8» 
1.2,3,..,n eruunlur; in quo aggregato faciendo ab utroque cavendum est, ne quis 


omiltatur terminus ac ne plus semel apponatur. 


lam analogiam secutus fractionum simplicium, de quibus sectione I. actum est, con- 
templatus sum expressionem 


a b b a 
, Q €, dT 0. €, 1 


posito. M4 z (&,—6€4) (&,—«,) .. (*,—04) X 

(e, —46,) (e, —0,) (0, — 0) . 
Huius expressionis colligamus fractiones omnes, quarum denominatores factorem x—«, 
continent, quae erunt: j 


c," a, gU Papas 1 j c, * e, d 2 o" 1 
(x—&,) (X6, M45 (x—2e«,) (x—2«,) j M;5 

3 I b b b 
20020 doc oh 1 ARD RANIUE LISTA MAC Mg 1 


————.wu—d04.. — z ———RL. auT^ 
(x—2,) (X— 0.) M, : (x—«,) (x—e,4) M4 


Vix autem adnotari debet, expressiones M5, M,4, ... , Mi, ex expressione M4, dema- 
nare, elemento «, permutato cum elementis €,, &,, .. , €. 


Iam fractonibus ' - 
MAD MEPIOMACLIR E POE CUIU IU AQ UEAS 4. p E ed oe Vo dr ae di La 
(x— 0. ). (X — m) : (x—20,) (x—90,) / (x—«,) (x—&,) PARE (X—9,) (Xx—20,) 


in simplices resolutis, fit : 


* 


1 Ü 1 1 
NUNCA Gela LOGRO 25 OEC ICE Cra Feri DU Di ORC D rz epa 
1 d 1 | 1 
(e) (x—e) " (x—e)(m-—-) * (x—e) (ea) 
1 1 1 


—————— m L—————— 4 L————————— 
(x—2«,) (x—«,) (x—24,) (€, —€,) (x—24,) (e, —0,) 
CERINIALE SEMIS e, Conoce NERONI On oo Mnt M 
(x—2,) (x — 95) m (x—20,) (0, —204) (x — €) (&a — &,) 

His | valoribus fractionum 


PUN E T ye 


JOBEEQA E BO 0c 5055 adeb TUM Bo f uc Ces u- MOENUU, D AMUNTUUU TS 
x9 (x—«,) Í (x—2,) (x—0,) j (x—24,) (x —0,) P uw (x—«,) (X—^4) 


in ex pressionem 


A b b a a b b a ; 
€, €, T6, c, 1 » QU Cs m L 20027 1 
(x—4«,) (x—20,) M,» "dee Qr 0. 0:0.) Mi3 
- : b b 1 b I 
HL2NLA 4o. 0 1 "P NCC 44. UR. 1 


(x—2«,) (x—2o,) M44 (x—2«,) (X — «,) Mia 
substitutis, fractiones, quae denominatorem x—«, habent, ubi pro expressionibus M45», M45, 
M44.., M44 earunr valores ponuntur, fiunt: 

a b a l 


Q, 0, d €, €, 


«(44 —0,) (€,—9«,) . . (€, —€n) 


i ur 4 « b, a 
u Ad XU 4 
(&4—0€,) (€,—€4) . . (€,—^042) 4 


e Qj. c, d. 6, 0, ; (x—20,) (&,—9,) (€,—0,) (v,—«,) .. (*,—^*n) 
(e €.) (€,—^9€ 4) "I" (€, — €) 
062. "n T» c, Cy. 


Vh (&2 — €.) (&a — €4) .. gr Oy 


ec b ! ; 
dx. Juba t vue née p NOS RES TOT zc Él De elo t a « 
(e, —«.) (&,—20€,) «- (€, — 93) i 
b I 
PEEL Ts 
(&,—29«,) («,—20,) - . (&4 —€*2) "R 
b ' Ln "---—— PP -——Á— L——— i ——ÀÁ——— o 
à. (X — 0) (e, —«,) (€, —€4) « . (€,— €) 
^ («, —0,) (€, — 64) . (€, — €) 
b 
- a 
Y (ea —9€,) (€ Q4) E (€ — *n- 4) 
aL 


4 ev 
(e, —€4) (&,—29$,) .- (€, —€€95) 
- | id CYUASESS : 
(44,—9,) (€4—9€,) * - (€, —€*n) e," 
? (x — c) (e, ei 0n) («, e 052) M (e, — €.) 
V 


(&,—29€,) (e, —20.) « (e (€, — €») / 


1L 


DNO NU ue 


Posito (x—4,) (x—e,) (x—e,) . . (x—e4) - qx, invenitur: - 
(e, — 04) (e, —«,).- (e, — €) p o («,) 
(&,—0,) (*,— 9&4) -. (e,—9.) | — 9 (v4) 
(€, —«,) (e, — 64) x (&, — €) -— q' (0&4) 
(&,—20,) (&,—4«,) . . (&,— €4—,) - 9 (&). 


Quibus in expressionem antecedentem substitutis, prodit: 


a b b b 
01 E E. "d n ) 
WOREOTETDEEPIWUT OOYW YS APICAVUNIUPS AMET WEBSETTFNUN CR Ud COPS 7E MADE EIER TWO sp ROLE UL p ue a p IR D 175 220985 
(x—e,) (€,—«,) (&,—9,) .- (&,—9.) Ngq(&,) qu) ^ q (e) d e 
b ad a a 
JUAN NOH P RIP TN mM M Reo IN DEM 23. 
(x—20,) (e,—0,) (*,—9,).. (*,—9.) M9 (2,  g(Q) 9 f COR ye "ICN 
Omnino similia eruuntur, singulis fractionibus, quae expressione 
a Ub bv 
id. 0,0; 1 


(x—e,)(x—«, M 
comprehenduntur, in fractiones simplices resolutis, pro iis fractionibus simplicibus, quae 
denominatores x — &,, X —0€,, x —&,,.., x — «gy habent. 
13. 
Iam ubi et a et b numeri integri positivi erunt, minores numero n—2, e lemmate I. 
sectionis I. ($. 5) sequitur: 


b b b b 
BL HR MM GERE TM ACTOR, 
qu) guts) npe) g (ca) 

a a a a 

e, G€, c, On 
ADOS T LOWE M d CEREUME A L-— e 
D Wu quati twm 
Eo igitur casu invenimus, fractiones simplices, quae X — «, denominatorem habent, i. e. 
a b b c? b 
HOBSEEUMS "EAE BR TOL, D. EROR ec bA de BB [5 e d ase atl rei aja Cn 

(x —6,) (€, —€&,) (a,— 0.) . . (9, — 68) q («,) Q (*,) tg v 135 y e 
4 ar [ y 4 e. : d-. .d- Mn E] 

EA LÀ E MÀ —ÀÀ M —— ——L—— E 

x —20,) (2, ——tu,) (eq, —09,).. (€,—9€,) L9 (&,) y (ej-* meg TON q (&,) 


evanescere. Eodem modo etiam, quae x —&,, x —&,, x —09,,.., X— e denomina- 
tores habent, evanescunt. Ubi igitur p et q numeri integri positivi sunt, minores numéro 
n-—2, ft 


«P €, q Toc A d 1 0 
G4 (G4, ^ Mi 
Hac enim expressione 
Pd q,P 
€, 0, c 0€, €, 1 


wu 94 Du 
in fractiones simplices resoluta, cum singulae istae evanescant fractiones simplices, et ipsa 


evanescat necesse est, | 
"Ubi vero erit quidem a € n—2, sed b 2 n—32, fit quidem ex eodem lemmate 1.: 
s | 


- a a a a 
«, €. L2 Cy 
M ECT LOL CN DICA ZU TURNUS Ge CEPIT 
q (9,) (3) q (e) ( (9) À 
b b b b 
sed irr 1- AHERES T S PALA 4T.. d zl 
qiu o9 (032. pu q (ew) 
n—2 no m n—2 j 
SAO DL PE po CO one 1d. ones Cn m1 
qus pLC i uu (oL). qo) i 
Hinc fractiones simplices, quae x — «, denominatorem habent, et quas vidimus esse 
a b b b b 
LT. isiesieae eei IRL E NE 
DUET UGREGUULCB BE NCLOBPASNCM TOSS RC CNOWETEN ISTE FA SENREXSSRSMES: FA LT a CUGUEET MINE d. CON PXMOTUSUNNGES: [SEI 3RY GE VANSUID 
(x —2,) (e, —0,). (€,— 0€) e (0,03) N9 («,) q (v€,) e (€, q (8) 


a a 


b 
[12 


HARUM URS eeu alb ens des DONC ATO ACRE Dn PAS i5) 
(x—20,) (e, —9G,) (e, —0,) T". (e, —6Gg) q (€) q («,) q (&,) N q (&5) j 


simpliciter hunt 


(x — &,) (e, — 0€,) (€, — €,) .. (€, — €) 


Ubi vero etiam a — n — 2, fiunt 


(x — €,) (e, — 065) (6, — 04) - - (€, — 69 
Eodem modo fractiones simplices, quae x — &,, x — &,, x —0*,,..,, X — €, denomina- 


tores habent, fiunt, ubi a T Es 2. 

a 

p cmn E Dir Ul ad rade ode CE iro m it lie I Donee rti acidi 
(x VET €.) (&5 VEA c) (e, KT &,) íÍ; (&, "n p) , 


a 


(x — €,) («4 —— &,) (64. — 06,) ..« (e, —— 0p) ! 
|a 
c, 


(x — €,) (e, — G4) (44, — €,) - - (€, — €) 
[Lj . s » . [] LI [] $5 


^ 


a 


E iran 
(x — «,) (e, — €,) (e, — €) LAS (€, 7 6,4...) 


Ubi vero & — n — 2, fiunt dupla harum expressionum. 
Unde videmus, siquidem erit a «. n —2, b z n-— 92, fore: 


b E 
e, «, 4- "i Ie 1 
eFARTOMVTPI UM EST | 


(x—«)(x—6, M, 


iae OEQOÜ ces 


^8 n— n—2 a 

e. 0, t Q, o 0, &/ S 

(X — &,) "Xa M,» 
ix 

[2 * 


PCM UNESUAU Mysia VICARIUM NIE a 
(x — &,) (e, NEU &,) («, 
^ Ty 
J- LIPTSTET XOCS P2906 4 de x9 JE: dolent: 11:5) 2 CE Ave a Labs 
(x —*,) (e, — «,) (e; —04,) :. 
a 

d xoci dio MEE NONSE C 

(x— Q.) (&, AY «,) (&5 re &,) et 


. . . . 


YU. T nd 


(« B. iw C) 


2n 
x (x Exc Ga) (y avo e) (€ jyy" «,) Md (€n RT C a4) 


At secüone Ll. $. 2 vidimus, esse etiam: 
a 

x — 

(QX——0,) (X —:€,) Qro 04) or (X 0, L9) 


a 
(x a cx €) («, — 0.) («, SUE. Q5) .c (&, "HEX C) 
1 


Tux ta) (Hi S RON E) (2 a1) 


a 
£| 


x MADE A RIMNLEU (CP ANSMBMON LGGPNIEK bg 21. 1 SAMT Cio b 5 Roa IR. 
(x 7.04) (&s EE €) (e. yn €.) 3n (&, TU €) 


. . . * Ll 


| CR Li 
7o (—6, (G0) (0, —9,).. - (a A D 
unde colligimus: 
gre Pr: EMT po xi 
z (Ca enum € .,) V Mgs sr 0k olt MIC C 1) CK o Ua) 
Ubi vero eiiam a — n — 9, fit: 
» a nies, v Mp PTT. d ros QE up 
CoD PC SIC M,, (X e qv (e t—4) 
"MI 
(x-— €.) (x ER) (X51) 1. (GEL BI). 
sive: 
v RUIN dri 0 gn 
G—e a aD MS TEE a) 7. GL 


Loco ex pressionis 


simplicius eliam scribere licet 


ex hac enim expressione 


(x—0«,) (x—9,) — Mia 
permutatione indicum 1,2 nascitur altera 


n—2 a 
Qi-—«.) (x—2e,) M, 


Hinc, quia signo Y cunctas amplexi sumus permutationes, expressio 


a n—2 n—2 a 
c, €, «ow, 0, 1 


(X — &,) (x — €) M45 
alios non continebit terminos, atque illa 


LI 


a n—2 
C, ito 
(x—2«,) (X50) M45 


Videmus igitur, ubi erit « 2 0, 1, 2, 89,.., n — 2, fore: 


— D 


9 a 


X Lue Vx e. a, D . 1 LI 
(x—0«,)(x—«,)..(x—eu)  . (x—e,) (x—«,) My 
Ubi igitur fractioni propositae assignamus numeratorem 
n-—2 
ag dc a, X J- a4 x" 4- a4 X^ de. doa, 4X , 
fit 
3 , n—2 
dy a, X 4- a, X* -- a, X dc rE LX b 
——— — 
QC — 04) (X — €) (x —0,) «(X — €) 
, n —2 -—2 
(ag. 8,9, 4p a4 €, H-..d- à. 40, ) 9 1 . 
(x — 094) (X — €) Mia 


His autem addere licet tot expressiones huiusmodi 
; P P 
a cj mem ei i. 
(x ve €) (x PR €.) M,, 
singulas per quantitatem arbitrariam multiplicatas, quot modis terminus 


Pq DIM 
€, Q&, 4- €, c, 


UA: PEE S 


variari potest, dum et p et q minores sunt numero n—2. Tum enim eiusmodi expressiones 


ofc « cdol 4 


vidimus evanescere. Apparet autem cunctorum eiusmodi terminorum exponentes effingere 


combinationes binorum ex elementis 
0,1,2, 3,.., n—3, 
ipsis admissis elementorum repetitionibus; quorum elementorum cum sit numerus n — 2, 
(0572) (n — D | 
12 


variari polest; toli quantitates arbitrariae in formula indicata reperiuntur; unde completam 


harum complexionum erit . Tot igitur modis terminus «P a3 4 a6P 


dedimus problematis resolutionem; tot enim, ut sit completa, requirebantur (v. $. 11). 


t 


| I5, 
E theoremate a nobis exhibito: 
js x^ i e. ghe 1 
(x—«,)(x—&,) (x—&«,).. (x—e) |  (x—e,)(x—e;) Mg' 


posito a 2 0, 1, 2, 3,.., n — 2, formulae emanant omnino similes iis, quas lemmate I. 
$. 5 dedimus. Utraque enim aequationis parte secundum descendentes elementi x dignita- 
tes evoluta, singularum dignitatum collatis exponentibus, eruimus, ubi a «& n — 29, 


videmus enim 


coéfficientem esse dignitatis zz quae in evoluta fractione 


a 
x 


(X — «,) (x — &,) (x — 084) .. (X — 0&4) 


omnino non invenitur, dum a «^ n—2, Ubi vero a 2 n—9, videmus in evoluta fractione 


n—2 
x 
(x—05,)(x—295$,)(x—9$,)..(x—2Q) 


: ds QA j 
terminum —7- inveniri, unde posito a 2 n — 2, fit 


x - - '"-— 1. 
12 
Horum duorum lemmatum ope eadem via, quam et in antecedentibus ingressi sumus, ad 


sequens pervenitur theorema. 
Posito 


— 905 — 


Posito Mq m (0, — 0) (6; — &,).. . (41, — G5) X 
(«, — «,) (€, —0,) .. (€; — €) X 


/ (€; — €,) (a, —€,).. (*44— €) 5 


: mous 
1553 c, €, C, 1 


(x — €) (x -— €.) (x — €.) Mi553 


numerorum p, q, r, qui sunt integri positivi, duobus non attingentibus numerum 1 — 3, 


£x. 


reliquo eundem non superante. 
àj 4 aX 4 a, X* .. Y IR 
Goa) GE A day. oe 6) 


2 Ea 
H (ay 4" a, €, 4d-a, €, 4-. . 4- a 304 
diei ————— 0 o ———À 0 


(x FTA e) (x js 05) (x — 09,) Mi, 
Non est meum, per calculos prolixos terrorem incutere lectori, eodemque répetito negotio 


2) 


plurimas paginas implere. Hinc via tantummodo indicata, accuratiorem omisi demon- 
strationem, quam qui tentaverit, eandem esse videbit, quam et in antecedentibus dedimus. 
Statim etiam generale theorema annectam. 


Theorema. 


Posito Mi 2,3,.., p (e, — o, 44) (e, — 0 4.9) (e, —20.) Xx 


(e, —« . (€, — 94) X 


k-) (27.3: 
(6, — e. 4) («5 — e 4.9) e (45 —0) X 
(*, — ^. L4) (e, — * 1.9) 0 (e, —0.) X 


PVP P P, 
ir» 3 k 
ft X DDR SE Pad eos detta! SERE RIRC Die Pod a o, 
(x —06,) (x—9,) . . (x—) "Mad wi 


duobus e numeris p,, ps, pas. px, qui sunt integri positivi, non attingentibus nume- 
rum n—k, reliquis eundem non superantibus, 


-k 
2) ag d a,X c a,X? 4 .. cS M S 5i 
(x—24«,) (x—2$,) (x—294,) .. (x—e4) ; 
2 n-—k n-—k n-k n-k 1 
s (a, SO8,0, alU, os. b ün-k U., ) c, c. (Ok 


(x —«) (x—20&.. (x—^e) CM 


Huic formulae tot expressiones 


IPSA P 
E a! 0. EN. ey F (LBUME 
(x — &4,) (x —20$,) «. (x—ok) ME 
addere licet, singulas per quantitatem arbitrariam multiplicatas, quot modis terminus 


PA ON P P 
1 2 3 k 
2^ e, €, .,. Vk 


variari potest, dum e numeris p,, p», pa3,-..., px duo minores sunt numero n—k, re- 
liqui eundem non superant. lis casibus enim omnes eiusmodi expressiones 


P P P Pk 
(x ——m.) (x—29$$,).« (xX— 90x) Aoi 


diximus evanescere. 


Corollariumqm. 


16. 


Si omnes numeri p,, po, pa... px numerum n—-k attingere possent, terminorum 


d Dn pAWIp Pk 
S WS e. LE 


1 2 3 
exponentes effingerent combinátiones knor"'* ex elementis 
| VES ihe d ONende t 28 us: | 
ipsis elementorum admissis repetitionibus. . Quorum cum numerus sit n—k 4- 1, com- 
plexionum numerus foret 3 
(n—k-4-1) n—k4-2) n—k-3). . (n 
De quo numero detrahendus est numerus eorum casuum, quibus k— 1 e numeris p,, p;, 
pass. px sive omnes k aequales erunt numero n — k. .Ab his enim casibus abstinen- 
dum est. Hic vero numerus aperte erit n—k 4- 1. Hinc termini 


Pn S 
Cn ? 


e fud ju a pee d e 
duobus e numeris p4,, po, pa, - - , px non atltingentibus numerum n—-k, reliquis eun- 
dem non superantibus, i 

à (n—k-t1) m—k--2) (n—k--3).. (n) Sul Tc V 4 
1. 2. 3. Li rok 
modis variari possunt, "l'otidem igitur quantitates arbitrariae in formula indicata inyeniun- 
tur. Fractiones autem simpliciores, quarum denominatores sunt eiusmodi producta (x —— «,) 
(x—909,) ..(X—20x), eodem sunt numero atque combinationes knorv» ex elementis 


t hip! podio im 1S Lee car 


id est numero 


n(n—1) (0—2) .. (n—k- 1) 


1 4 2 . 3 * . k 
Iam illae ita determinatos numeratores habere debent, ut sub eundem. denominatorem 
(ko) A e d) (X3 ei) eio a) 
collectae numeratoremi nanciscantur 
£ n-—k 
ay a, Xd a, X 4... Pav ux 

OE. n-— . 

ltaque coefficientum aj, a,, a54,.., à numerus cum sit n—k.--1, numeratores 


illi, quorum est numerus 
n(n—1) n—2).. (n—k.-1) 
17 15971: 9 Nu k s 
tantum n—k 4 1 conditionibus satisfaciant necesse est. In assignatis igitur istis fractionum 
simplicium numeratoribus 


n(n—1) nm—2) . . QE dr i 
Tubstougqs m. k Syri pA 


quantitates arbitrariae inveniri debent, ut completa esse aestimanda sit problematis resolu- 


lio; tot autem reapse in theoremate a nobis proposito inveniuntur, Ecce igitur, dedimus 
resolutionem problematis generalis completam. — 


S vetet gg -SLEIL 


Alia quaedam proponuntur, quae ad theoriam fracüonum simplicium pertinent. 


17. 


Hac sectione, nullo ordine observato, alia varia de fractionibus simplicibus afferamus. 
Proposita fractione 
1 
(x —2,) (x — 0) (X — €,) t (x — e) 
in simplices resoluta hasce: 


1 1 
x—e&, («,—0$,) (&, —«,) . . (e, — €) 
Mc qur ENCORE EO IOMIO 
X—«€, (*,—9$,) (€,— 9090.) . . (€, — €) 
1 1 
T 


x—20G, (*,—0,) (4,—0«,) . . (G4, — €) 


d SER 


1 1 
has ipsas fractiones 

1 

(Gi Q,) («, — 05) ewe (e, — 4) ' 
1 

(e, Jm €) (e, "n Q6.) (&5 — Ug) : 
"T 

(«, — €,) (us p €) e (€. — €) : 
1 


rursus in simplices licet resolvere. Erit e. g. 
1 


— —MM MM ue 


(«, yon €.) («, vont 04) («, A c.) *Í (ce, TUE 3) 
(e, n a) (*, PLAT, €.) («, -— €) "e («, IW €) 


(ere €.) (v, — c.) (e, FL €.) 3e (*5 — Gy) 
1 
(«, ES CENCA DI €.) (&, TER Q4) Me (c, — a) 


^77 * . . . . E . . . . 


1 

* (€, —. €) (&& — €) (&, — Q4) « « (Gy—Cn-4) / 
Quo facto | fractiones 

ADU Ta de MM MI —ÓÁ—MM ———P 

(e, Tu 04) (e, Ne €.) AMa (e, tonitru) j 

UEehxus EG RES Eo I6 PCM DENSIDAD 

(6, — €) (&,-— &,) .^« (Gg — a) ^ 

EVENING 1-921 VOIE ICTTEMPRNG 

(«, Imus €.) («, Vus, C4) URS (e, — 0) : 

yd t TN PL S MM MÀ 

(&, — €,) (4&4 —9$,) . * (&5—€* n—4) j 
rursus in simplices licet resolvere, quo repetito negotio atque ad reliquas fractiones consi- 
miles omnes adhibito, tandem devenitur ad formulam sequentem: DA. ^ 
Moa SIN dogm ee LL2UNS Un UL QLANEITT 00, CRURA M 
Q—9,) (x—24,) (x—0,) As (x—«,) V. (x—2e,) (&,—9,) (0,—2,) (4,—«,). . (Ga 4— n) ; 


In quibus charactere AX rursus complectimur has omnes varias expressiones, quae permu- 


tatis elementis &,, €&,, €,, .. , €, seu eorum indicibus 1, 2, 3, .. , n eruuntur. 
18. 
Sit fx terminus generalis seriei (n — 1)? ordinis, sive 
fxza,-a,X-Fa, X?-R..- dj, X571; 1 
datis n terminis seriei, qui indicibus «,, «,, «,, . . , €, respondent, scilicet f(c,), f(«,), 
f(v.), . . , f(«), agitnr de ipso determinando termino generali f(x). 


Vidimus esse 


fx 
KE Ld CAR UM MATIS 6. 8 CNCRERGUN ESAE D aM UM 
(x — 0) (e, —0«,) (&,—0e,) . . (€,—2«4) T 
fe, 
f« 


» . . E . * 
d HJ 


f(e) 


(X — €4) (€» — €,) (€&5—9€,) . . (*n—^—) ' 


Qua aequatione. multiplicata per 


N 


fit^ fx'" — 


(x —06«,) (x —06,) (Xx —e)5-..(Xx —*) 
di de (e, — €) (e, — €4) (&, —e) 0 (0, — 6g) M 
] (x —0€,) (x. —0€,) (Xx —9,).. (X —29) 
ina (e, — «,) (&,-—«,) (e, ea fo (0, — e) 3 
t2. x —06,) (Xx —o,) (x —«)-..(xX —«e) x 
A («4 — 94) (€, — €.) (e, — €,) V MS (€, — €) 
tg, Cm 90  — 9) (x —0).. (x —t-) 


(&& — €,) (&& — &,) (&& — €,) « - (*n—*n— 

Quod alias iam notum, ab Ili, Lagrange propositum, de interpolatione serierum theorema 
alio modo atque vulgo fit demonstrasse iuvat. | 

19. 


Resolutione in fractiones simplices facta facile etiam hoc demonstratur tbeorema: 


om E20: dae 


(x—o, —8,) (x —«, —p,) e s XE (B, —8,) (8, 3) - (B, — Ba) 3n) 


Surg emu, pc (x —«, — B.) dy (x— 0&4 cru mem 8:31. T5555, ) (B, UD NCURRHE COH B. —ÀS 
1 
MC quas an TEE GU D NU q,—8 d Xv (Hy 8 358 6 MNT M 


1 
T (x— o, — Pg) (x — &, — Ba) ee (x—&5 — Dm) (Bm — D, ) (Bm — P2) iw (Bx— m-4) 


1 ; 

(x—2e,—5,) (x—&,—65) «.. (X—6, —p» (e, lid (e,—«,) e (0, — 08) 
1 

T CSDL mM (x——m,—9,) Ro iosto —([m) (9; ED (9, — 0&4) (€, — €») 
1 


(X— 0,9.) (X--üsn ELE car (os o (fer, Sa 5E. Leno) 


QOCIN ERUNN : D MR RISQUES : Y, NUEIIGI CrtIEm SUPET: NT CERSUIY- NS VT 0 BEI ORE YMRATOUEXR EROS 


20. ; 

Casus memorabilis fractionum simplicium is est, quo earum denominatores seriem 
arithmeticam effingunt. Sit e, g. «, Z p, «e, Zp—h, e, p—2h, .., e, Z p—(n—1)h: 
erit | : 

(e, —9,) (&,—9,) «« («4 —63, 2. 4.29.3..(n—D h^ 

(e, — &,) Qu, em ey iX (a, in re L9. (ü--2) ho 

(&, —0,) («,—0«,) .. (e, —o4) z 1.2.3..(n—3) 1:2. Uu 

(«,— «,) («,—20o,).. (€, —o) 2 — 1.2.3... (n—4)1.2.3. htt 

(&, — €,) (€ — 9&5) * - (€ — €u—1) — Up 1.2.3..n—1) n 


Hinc fit, ea suppositione facta, 


1 
SUP pe gau rei en EN UR Tener a MÀ 
ES UEA Dono cu n—1 ,(n—£0—2) (n—00—2»(0—3 
1.2.3... (n—1) n? Nx—2, x—4&, ' 1.2. (x —e&,) 1.2.3.(x — 2) * ete) 


sive 


— 31 — 


1 3-14 6/10/0151) (n 59844 tu-- 1i: quedo 
Xa; xcii doge ruderuay ar RIED R9 T8000 10 NEQUE Ts 
2.3... (0— 1) h?752 
S. (x— «,) (x —«,) (x —0«,) -. (x — a) 


E theoria autem serierum et differentiarum notum est seriei alicuius 
A, A, A. 20 PO OX] Aui 
esse (n — 1)t»» differentiam, quam designemus per 4/7! A,, — 
Qr T1» 0 2) 7*1 (0m—2 0:93) 
A — (n A 4 o————————-— A Lnnen Y ügenqeme tomCPUARSERY"QUEATTNWTR VLUES  URTEDTITIBIEE T US A etc. 
1 C 1) 2 1 " 9 3 1 ) 9 ^ 3 f t , 
differentiis ita sumtis, ut a quoque termino is, qui insequitur, detrahatur. Unde videmus, 


proposita aliqua serie 


1 1 1 1 


DRE ain s epe ca Arr TEE AURORA 


UELLE ? 
x—a, X— 
elementis &,, &,, &,, . . , &y effingentibus seriem arithmeticam p, p —h, p —2h,.., 


p—n—1)h, fore (n — 1)^? eius differentiam 


zi d 054 n2; (web 1 (n—1)(n—2) (n—3) 1 
y, ps Ox—a, —X—4, Xczg, t PTT 1 COND . XOU c TU TO LO PNE -IRRDENIR .3 . x—«, 4 etc. 


1.9.3... m -£545c* 


21. 
lam, ut melius perspiciatur, quomodo fractiones simplices ad theoriam differentiarum 


el serierum pertineant, haec apponamus, 
Seriei alicuius termini, qui respondent indicibus «,, «,, «,, €,, . . , €, sint 
A A I4 Won ALA 
De hac serie ita deriventur series 
BoxoDSV Hol HEN INS. 


1.9 2^? 


C, , Ci» e C, s b $49 
D? 123 0D.07D 7 1d 
etc. , 
A, —A A,—^A A,—4A 
ut sit B, — VUE $04 D E r1 B - "od elc, 
deo E 2 3 3 4 
B, — B B, — B B, — B 
C, S mE Gruss » ey x e CONT etc. 
AUTOS QU ds Si aS 
C, —C C, —C C, —C 
D, - i eio D, R- WATE qvasi D, pe "^ Kies etc. 
1 2 5 3 6 


"9t 
j e Ew 
x do 


lam patet, indicibus &,. «, , «*,,.. effingentibus seriem arithmeticam, p, p—h. p—2h; 


. lore [b HIN 
ECU T AA e A ONE Dur ti ! 
POTIS o DEED E EL EHE RO 

TOPMARO RO IHFSAS DILE 
D, moda Pam TTHE D, —-O405973.9h3? etc 

Y EC OS LEUR SUPER CIBUS LAC 
Ba cms Cu m Rcs. dg Das CU DL GB NUM 

Ee 


designante Z" Ay, ut vulgo fit, n^" differentiam seriei 

A ob ades MUN M LAIT 

differentiis ila sumtis, ut a quoque termino is, qui insequitur, detrahatur. 
Seriem B,. B,, B,, B,, etc. ita quoque exhibere licet: 


ind elc., 


1 B,2-— zm — M ias 
€, — c, (€, — €, 
NA A * js 
(, — Q. €. — t, 
Bons Ap 4 i 
(G4, — €&, LL EET, i 
r etc. 
Hinc erit ^ ^ 
A 
Ó (e, Sar) €.) («, T. Q4) («, PY. c) (c, EST &4) (o, Gen €) (e. EE €.) 
(2; L LER UE E 2 go DN d d LM M o ——— - LAC obest deauit 
^ (&, SI G4) (&, uv el €.) (c, UND t) (&. DD €.) (e, EN €) («, peur €.) 
A A A 
C, m L——————— o L——————— o4 L——MÀÉ———Á 
(«4 — €*,) (&, — «,) (0, P 0.) (0, 8) (0, — «,) (e, — e) 
etc. 
Hinc derivatur 
A A A A 
D, 2 ————ÉÀ—— ————Á 4 Z————dÀÉáÉLL—-u4q-L————À—Ào——A-4-:————————— 
1T aces) (ea-ea) (ra). (Ga-eri) (na-ta) (0x4) (0a-63) (G-62) (ta-63) (3-04) (Qa-t65) (na 03) 
ee EM A 
(&-€3)(&5-€4)(&5-&5) ^ (&3-«)(&3-w4) (€3-&5) ^ (&4-05)(«4-03) (4-5) ^ (0-5) (05-03) (es, 
Madden o do o. Md A. T À. 
97 (ea-ea) (03-05) (€3-&5) ^ (&a- c3) (&4- 5) (Ca- 6) ^ (05-03) (5-04) (05-0) (aoc ets tetra etos). 
etc. 
Unde videmus, ubi erit 
C n EAD vi 1 M 1 zd 1 
A x enu vm oc rulag P dig M OE De cud ete, , 


fore 


Ad uir m 


1 E 1 be 1 T 
AnGcse—9to n7 be ecu i Ear n 


IMMER Too LU AQUIS nA CR C, 2 —————— : 1.6053 
Qx—e4) (x—e5) (x03) (x0) (— 3) (x—e4) (x—25) (x—e4) (x—«5) 
7 ca cus) Gas) Gc) ^ 7 Gem) cas) Ga) Goo) 7 Gay Gea) Gc (69) 
eic. 
Hinc statim patet, ubi «, 2 p, «e, Zp—h, «e, 2 p — 2h, etc., fore 


4"1—1 1 
1 /Á 4 X -— 


(x—«)(x—e).-(x—e) . 1.9.3..(n—4)h*^1^ 


, etc. 5 


Siculi a differentiis ad terminos seriei primariae, ila quoque a terminis A ,, D,, C,, D, etc. 
ad terminos seriei propositae À,, A,, A,, A,, etc. ascendere licet. Facto periculo, nasci 
videmus elegantissimas formulas: | 
AUCAAZ 
A, À, 4 (0,—0,) B, 

A, €, T (e; TIU QUE, LE (e, —0,) (e, —u,) C, 
A, 2 À, (6, —09,) B,  (&,—29,) (0, —9,) C, (e, —90,) (6, —9,) (v, —90,) D, 


An » A, * (*& — *,) B, t (40 —*,) (&5 — €.) C * (€, — €,) (&n — 9,5) (€ — €,) D, 4 etc, 

Haec alias iam nota*) adnotasse sufficiat; iniuria autem negliguntur ab Analystis, 
quae multo sunt generaliora theoremata iis, quae vulgo de seriebus ac differentiis circum- 
feruntur. 


Sec o LV, 


'Theoremataá de singulari quadam serierum infinitarum .transformatione. 


$. 22. 
Proposita serie infinita S, cuius terminus generalis sive x'"* est 
n-i 
ppetOop-2..p4-x—hDD. (a, 4 a, Xx  a,x* t .. aV .X ) y* 
1:59.93 .-x (x40,)(x4-0o0,).-.. (X 4 0) 
transforraatis singulis eius terminis per methodum fractionum simplicium, m series nancis- 


, 


cimur, quarum termini generales, reiectis factoribus constantibus, sunt 


*) v. Principia Phil Nat, ed. Amstelod. a. 1723. lib. III. lemma 8. pag. 446. 


LL 8B 


ap podiope 2 sp rg MTS 
1. 2 9A " x-4-2o,? 
PorDqrm.qex—5. b M 
du cQ CU PE X 4c 
po-b)bop-22..! pss UD Ud UNE 
1.2.3.. IW 


BO*0Qim. rubrum qu VA 
Du S. X 4 Ug 


Tam erit series, cuius terminus generalis est - 


diui AD E E dari yx 


41:594. 8 x--a ^" 
loco x positis omnibus numeris integris A a 0 usque ad co: 
"a. py p(p* iiw p31)ope2.: 54 
B THEE ND T dug D IUUD aree 
y (4 — yy 
Hinc posito * 
ay oaQ.Xo4aQX* Rel. cx BC wr e sb 
(x T 6,) x - 90) (Xx. 0).. (X «4) -9X. . 
ft Sz : 
fce) T L pu spun. TODA OI dogre | 
y"g'(-e,) Q-y' y^yCce2. (4 - y (y 2g (es) (1-3 
a—1 
ERN SUA finitum obtineri potest, si aut a, aut p, aut a — p numerus 
(15-0907 


erit integer. Hc eliam seriei S sumuna finita assignari potest, ubi aut p, att a, aut a— p . 
numerus erit integer, loco a singulis positis elementis 


€i €55, Cg. 5. , Ug. 
Ubi quantitatum 
Q2 yi EDD CIA tg 
aliquot aequales existunt, PARS CAE Y: fractionum simplicium huiusmodi series. eruimus: 
UT C CGU V RG OD M. L/PONQUDO PUR ph d o 
(CAT CON i Fus 1:-9.1,7 QU 2: Lori: ud SD AD Cieha n 


cuiusmodi serierum summam, non vulgo annotari solet, statim. e. seriei 


di dEop 297 07 5 DoD 24 Yt PURI. XT 
QUPR 128.1: 421,0 26b 201 TIAS qpdon 


deduci posse. Hac enim posita — s, fit illa FUP CTI OSTIA d Qua de re iste 
1.2.3..(m— 1) da»-t1 
nos nihil morabitur casus. 
Similiter in libris, qui de elementis calculi integralis agunt, annotari non solet, ex 
invento integrali 
(a 4- bx) dx 
C -qex 4 Ix? 


statim sequi 
v (a2 bx) dxcr us (— 1) —1 dn -1 j2 (a - bx)dx 
(ob eXx-ixy*. 1.2..(m-—1j)dcsR-f C4 ex-Íxi. 


quae latius. etiam patet methodus. 


| 233. 
Proposita serie S,.— * 
iq x(a-Fc) i x^ (ace) eH) fà x" (ac c) a- eH) Ca 72) b x (oo) ace a4 -e 2) 24-3) vts 
a(a-H) T a (a-E 0) (a 3-2) a (^71) (a -2) (a7 3) a (a1) G2) Get f3Gr4 'Cf5 


omnes eius termini in fractiones simplices resolvantur; ita ut sit: 


i d 
x (a-I- 9) EURO. x (c—1) 
a (a 4- 1) VR SeM ue ^  a-4d-1 . 
x? (a-- €) (a-l-c-t- 1) v» xir (eebefyi uc apa sed SU caeca eet) 
"a(ac1(ar2 eC. sc EDS (a4-1) 1 (a--2)1.2 
x*(a-Ec)(ad-c-F1)(n-e 2) x^ e(e-c(e4-2) x — et SUD ME vrtectr arr cxt eed eec 
a (a 4- 1) (a 2-2) (a 4-3) 4vt.213 ^. (a-4-1)1.2.1 (a3-2)1.1.2 ^ (a2-3)1.2.3 
x*(ad-e)(a--e--1)(a-c-e--2)(a-Fe-F3) — x*c(e--1)(e- 2) (e 75) VICE nE Det x*(c-3)(c-2)(c x 
a(a4d-1)(a-3-2)(a--3) (a--4À) —. a41.2.3.4 .  (a4r1)1.2.3.1 " (3-2) 1.2.1.2 ^ (a3) 1.1.2.3 
x* (c—4) (e—3) (c—2) (c— f) 
(a72-4)1.2.3.4 
elc. etc. 


. Hic omnes series verlicales continere factorem videmus 


tii cc D, cb». 
god d nsu NU OC LIES 
quo collecto fit 5 — 


[i  2x(—102 , x'(c—1)(e—52 , x!(c—5)(—9 (—3 


3 ee etc. 5 


— 


1 
a4-1 (a4-2)1.2 (a 43)1:253 * ete. | z 


- acum € -x0 dx. 


Summam $ igitur videmus finitam assignari posse, ubi aut a aut c aut a -- c numerus in- 
leger erit, "Tum enim integrale . | 

ti fx^-1(1—x)*71 dx 
finitum exhiberi potest, M1 


Posito c z oo, x2Lm ee fit 


(a 4- c) (a 4 c *- 1) (a4 c42)..(a-d c4 m) - cnet; 
(c — 1) (c — 2) (c — 3) (c — m) az c»; 


(mor 


(a Sp S — e-Y, unde pro Pcr ety, * 
GOD [oru 7 509 
His substitutis fit 5 — . 


x 3H y: y? 
a. * a(&£1) ")ja(a 1) (2) ^ &(QUE (Gar GES 7 
SOME. Ys vh : ) 

& ad t 492042 1: 08 (ad op, iai fr EAO RAT 

quam transformationem etiam directa via deducere licuit, 
0345 

Dedimus Sect. III. $. 4. formulam 
Ins mold MOL eio eo. —-— ASA n. EUNT fe Lco a ASA, 
(x—e«,)(x—9,)..(x—29Q) - 1.2-3..(n— D h-i4 xax 


posito e, — p, €, —p—h,o,2p—2h,..,«,2p-—(n—1)h Ponatur x — e, 
za,hz—41, unde 
€, —za41, 0,-za4-2,0,2—a43,.., e, a4-n—1. 
His substitutis atque loco n posito n 4- 1 e formula apposita videmus, seriei 
re Deua cu uas 
a^ ací1' ac-2^"7 a43" 
(—1"1.2.3..n 


1 
t : : : ct Mtr.) qua eb Mas Mon ici CA RE SML Set RU c Doe c E ae * (yt Er « , 
esse n'* differentiam sive 7 » a(a4 1) (a42).. (a4 m)" differentiis ita sumlis, 


etc. 


ut a quovis termino is, qui insequitur, detrahatur; sive differentiis ita sumtis, ut quivis ter- 
minus ab insequente detrahatur, 


1^ ra o0 ARE 


4 à . a(a1) (a42).. (am^ 
LR 
a 1 


ande ——ÓÀáÁÉUL CU eEAITILUMP M 


10:3..." » A (dd D) (ap 2). (ac B). 


Ex hac aequatione 


1 a 


d 43,0357 9n 959. 5 125 


*) conf. Eul. Introd. in Analys. Infin. lib. I. cap. VIL, $. 115 seq. | 


en HO. ne 


sequitur 4" T SRURUR: d REOR 
a(a4*1)(a-2).. (aon) 
2 1.2.3..Qn 4 p) 1 
TUNIS QU a. m j 


a (a 4 1) (a2) 


-(a-nep 
Huius theorematis ope sumatur p'* differentia seriei S 
35 Wins 2:3 Rav PE ut MT —————— etc. zc 
a a (a 4- 1) à(a4 1j(a42 a (a 4- 1) E adio (a3) 5r 
WP 69g 0 YU 1 A d Void Y t ) y 
( à 4-1 1.2 (a4 2) 1d T XQ QM IS HM 
Fit JS z 
1.2.3..p H 273.4: 
a (a4-1). Auer 


.p2yt ; 
a (a4 D) .. Grpi$ TU 
dt 1.2.3. 1,2130 190v p. MN IO 
LESCESIOSA CELOS Y (a1) (a2). 


1.2.3..p.y'* 
.9).. (ap) — (a2) (a*3).. (a4 p42) 
sive divisione facta per factorem communem 


1 
Vd 
AE E 


T4973 .n 


(m1) n-2).. np 
a(a4*1)(a-2)..(ato- np) 


3 


respectu elementi a habito 


.(Q-Dy 
(a 4- p *- 1) 


3.4.5. 
a(a4-1). 


e; 


1.2.3. 


«up 
A1 Ca 1437777 


"(ap ; 


y LRL Fog n LARA V A ue ME VUELO ERIS CE 

CERE IipERÍG 4027 XweWRO dp C07840.2.8 tro 
ipd. Cere rus iue RS 
1.2 "(apti bpt2? ^ 1.2.3 * 


y 
; (Ep Dp Gp ]3) * es ]*- 
25. 


—-[t-7gur 


2 pE3) C 


P 


At multo generalius transformationis genus hac methodo invenire licet 
Ex aequatione 
X 


e 2 t3 j 
(—€ 7 x ex ET E uen ROI M: 
P | ] 
sequitur d" —— n E à 
(E 


po-—^n0.. 


— pi (p*f(p*2 ccrD., ] nn 
" n41) x*- "ups es rex hac Oed T 9 x'4..|[dx*; 
unde posito 5 — 

p-1 (pt D p-T2 soc(e 1 .. 
: x p—n-4a1í (p—n 4 1) (p—n - 2) 1.2 x Ez elc. , 


ftSzc 1 


da x: 
Pp—D..p—nenosx""dx | 4-9 
Iam ex notatione nostra Sect. I. $. 8. indicata est 


— 88 .— 


dai EN ye t i. [ eta (x hy" A 
(1—399 dx3 7 (4—x—h | lh» 
lam est ; 
gs h p 
E EN E 1 (E A—xJ/ 
d-—x—hs 7 (eR dm "PO We 
- v PAL SUPR 
y 1—x 
unde etiam 
SEES hywp 
(x 4- I)? dá 1 jc Rh qe) 
[ah hn 7 (1—X)9—P Wk hr se 
US 
( 1—x, hx 


Ex aequatione. autem 
[1 [0] p un [F (hb) ] hu; 


quae demonstratione non eget, sequitur 


ue X ONCE: E i s | 


( VETE NN QU Dd echo 
1—x 


" dd iE 17 (h4-x d 
Est autem Nae 4 uy | SUATY yp [ (1—h)* ha." 
hn 


h2 


i s 
unde tandem colligimus 8d, 
ess (x 4h)? Ed Pu nd (h--x (1—h))e 
(1—x—hydh* " (1—3 4—ihe Jh ^ 


quod theorema, sicuüi methodum, qua eo perventum est, attentione Analystarum dignum 


puto, Eo enim clarissimae seriei hypergeometricae insignis transformatio nititur. 


Contemplemur enim expressionem, ad quam devenimus, 


(h 4 x (1—h))? 
1 | Lor ht ha. 


E voluta expressione 
PN 


(h 4 x (1— 5) 

(uh 
alque reiectis iis, qui terminum h^ continere non rper lerminis, positoque p —n——«cza, 
nanciscimur 


pp—2D..(Q—nt1,i..a AE Up(pi-iDii(pesu)k d [; y 
j Lr eM TR US DNUR 04.2..41) Hr xXPOU (deceptis ap 


p (p—1) 


— 39 — 


Pp D a (p—12—1) hn-2 x»r-2:2 (1 —h)r2 j- etc. 


t . (04-2) 
- P(- d ern) DIM —» hn (4-hbys 4E xha- (4-pyia 4 (72 C70) o4 pato 
1757 xP L (1-h) «P ix (14-h)*1 4. n DG CEPS ?han CE-betttete. ]. 
unde | 
1. 4555.. - [hex PAL DU) 
p(p—1..(p—n-41) xe-^ (1—h)s UP 


[a]. » Ez. [a—], « &z3 e [aae], e a 
pos Go D UII InD,.np]ssb ar 
n 41 1 Qu 1) (1 42) 1.2 
e iita 1i 2 MA Rol uns SS Eo MIL BU Aa da CE ced Lad 
^ pp—15..(p—n-41) xP"dx^ (1—x)c 
TW fo E 3B (x 4 h)? 
x rye erc Honec dire 
dH aborder VR icu Cade tale d DLL Fede D) d SEO. 
Zip Qu Deom) xP-? (1—xy*n (1—h)* 4 h* 
—n a41 0— m) (p—n-—1 a-- f) (a-4- 9 " : ; 
bog qt Leno aqu Mee ases 
Huius theorematis casus speciales tantum sunt, quos hactenus tractavimus. 
Dedit hanc transformationem primus Ill. Euler in commentatione inscripta: 


L1-— X? 4- elc. 


Hinc ft S 


Specimen transformationis singularis serierum, 
quae legitur in Nov. Act. Academ. Petrop. tom. XII. pag. 58 — 70. Quam commentatio- 
nem etsi autor iam anno 1778 conventui exhibuisset, tamen in tomo XII. demum Novorum 
Actorum legitur, qui anno 1801 lucem vidit, ilinc factum est, ut Ill. Pfaff in Dizsquisitio- 
nibus Analyticis, quae anno 1797 prodierunt, primus eam exhibuisse sibi visus sit."*) LIa- 
rum enim altera disquisilio est de integralione aequationis differentio - differentialis z 
x? (a 4- bx?) d?y 4 x (c p ex?) dy dx 4- (f--gx?) ydx? z X dx?, 
a cuius intlegralione seriei nostrae S summalio pendet. n qua integratione occupati et 
Euler et Pfaff, eandem fere viam secuti, ad hanc nostram seriei S pervenerunt transforma- 
tionem, Mox fusius de hac transformatione egit IIl. Pfaff in doctissima commentatione iuscripta 
Observationes analyticae ad L. Euleri Institutiones Calculi Integralis 
Vol, IV. Supplem. II. et IV., 
quae Academiae Petropol. ab autore tradita a. 1797, in tomo XI. legitur Novoruim Acto- 
rum (Histoire pag. 37, Supplément), qui anno 1798 prodiit. Namque in illo Vol, IV. Cal- 
culi Integralis (pag. 245) tum recens edito haec transformatio apposita tamquam lemma 


*) v. Disquis, IL. $. XXVIII. pag. 160. 16f. 


zm" M. ISA 


uec addita demonstratione legebatur, Unde in Observationibus laudatis Hl, Pfaff occasionem 
cepit, hanc retractandi transformationem variasque eius demonstrationes adstruendi, ingenio- 
sas, ut ille solebat. Nec nostra fortasse demonstratio Analystis displicebit; quae aequatione 


nititur 


(x4 325g X. 1 pomcu TX ME] 
(xxt b)8drhro crx e teet) het 


cuius utraque pars evoluta,' altera seriem S, altera eius transformatam praebet, Llaec ipsa 


vero aequatio statim prodibat e theoremate: 


[rex] y e [E 0] 


Hauc methodum peritus cognoverit latius patere, immo ad series hypergeometricas omnium 
ordinum extendi posse, Ceterum, qui post Ill. Pfaff hanc attigerit transformationem, nemi- 
nem scio praeter Ill. Gauss, cuius ea de re commentatio in omnium manibus est. 
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